Seria 1

1.

Rozwiaz rebus liczbowy YE-ME=TTT, gdzie rézne litery odpowiadaja ré6znym cyfrom.

Szkic rozwigzania. Widzimy, ze liczba po prawej stronie dzieli si¢ przez 111 = 3 - 37, zatem jedna z
dwucyfrowych liczb po lewej stronie to 37 lub 74. Sprawdzamy, ze 27 - 37 = 999 jest rozwiazaniem rebusu.
O

. Mamy n odwaznikéw, ktérych wagi sa réwne 1,2,...,n gramow. Dla jakich n mozemy podzieli¢ te od-

wazniki na trzy grupy o réwnych wagach?

Szkic rozwigzania. Suma wszystkich odwaznikéw % musi dzieli¢ sie przez 3, zatem n # 3k + 1.
Pokazemy, ze dla liczb postaci 3k,3k — 1, k > 2 zawsze istnieje zadany podzial. Sprawdzajac bezposrednio,
znajdujemy podzial dla n = 5,6,8,9. Nastepnie zauwazamy, ze jezeli n spelnia warunki zadania, to n 4+ 6
réwniez: parujemy {n + 1,n+ 6},{n+2,n+ 5}, {n + 3,n + 4} i po jednej parze dolaczamy do kazdej z
grup, zatem ich wagi pozostaja réwne. O

Na dwusiecznej kata prostego w trojkacie prostokatnym wybrano punkt P i poprowadzono prosta, ktéra
odcina na przyprostokatnych odcinki o dlugosciach a, b. Udowodnij, ze wartos¢ %+% nie zalezy od wyboru
prostej.

Szkic rozwigzania. Niech AB, AC beda przyprostokatnymi tréjkata. Rzuty P na odpowiednio AB, AC
oznaczmy przez D, E, a przeciecia prostej z AB, AC przez F,G, gdzie AF = a, AG = b. Czworokat
ADPE jest kwadratem, oznaczmy dtugos¢ jego boku przez z. Zachodzi AFDP ~ APEG, zatem “* =

e = T = aa—fb = % + %, czyli wartosé ta zalezy jedynie od wyboru P. O

. Wykaz, ze zadna liczba postaci m(m + 1), m € N, nie jest potega liczby naturalnej.

Szkic rozwigzania. NWD(m, m+1) = 1, zatem m(m+1) moze by¢ potega wtedy i tylko wtedy, gdy m, m+1
obie sa potegami tego samego stopnia. Niech zatem m = a® i wtedy a® < m+1=a’+1 < (a+ 1), czyli
m + 1 nie moze by¢ liczba postaci k° dla zadnego k. O

Amerykanie i Chificzycy rozegrali turniej ping-ponga, w ktéorym kazdy zawodnik gral z kazdym. Za wy-
grang dostawalo si¢ 1 punkt, a za przegrana 0. Po zakonczeniu turnieju okazalo sie, ze kazdy zawodnik
otrzymal polowe punktéw, grajac przeciwko zawodnikom z Chin. Udowodnié, ze liczba zawodnikéw w
turnieju jest kwadratem liczby naturalnej.

Szkic rozwigzania. Niech a - liczba zawodnikéw amerykanskich, ¢ - chinskich. Amerykanie w meczach
miedzy soba zdobyli %a(a — 1), a Chificzycy miedzy soba zdobyli %c(c — 1). Jednoczesnie, jest to tyle
samo punktéow, ile kazda z grup zdobyla, grajac z ta druga grupa. Meczy miedzy grupami bylto ac, zatem
zachodzi
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